Chapitre 10

Comparaison des fonctions

Dans tout le chapitre , zg € R (c’est a dire 79 € R, 29 = +00 ou 29 = —00)

I Fonctions négligeables
1) Définition :
Définition 1
Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D.

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xzg lorsqu’il existe une fonction
e: D — R telle que Vx € D,

f(x) = g(x)e(z) avec lim e(z) =0

T—T0

On note alors f = o(g) ou f(x)

0 T—xTQ

olg(x)) ou f(z) = olg())

,OA noter : en pratique
si g ne s’annule pas au voisinage de x( (sauf eventuellement en z), dire que f est

négligeable devant g au voisinage de xg équivaut a dire que lim M =0
a0 g()
Exemple :
. 2 S .1
Soit f(z) =z et g(x) = z*, alors lim —= = lim = lim — =0,donc f = o(g), ou
T—+00 g ,’I;) r—>+00 T r—+o00 I +o0

encore )

z = o(x?)

On peut montrer de la méme maniére avec le quotient que si n < p, alors

x" = o(zP)

Exemple a connaitre : croissances comparées
Cette notation permet d’écrire d’'une autre maniére les croissances comparées :

Proposition 1

Soit a et f avec a > 0 et B > 0, alors

(In(z))® = o(z?) et z® = o(eP?)
“+o0o “+oo
Autrement dit, In est négligeable devant toute puissance positive de x a I'infini, et les
puissances de x — x sont négligeables devant toute puissance positive de exp.

. In(z)?
> PTeu'l)e . comme hm ( )
r—+oo ¢

Méme chose pour la deuxiéme.

o(z").

=0, on a bien (In(z))“ =



2) Opération sur les fonctions négligeables :
a) Opérations usuelles :
Propriété 1
N Soit f,g,h, f1, f2, g1 et g2 des fonctions définie sur un méme ensemble D et xy € D (ou a

la frontiére)

1. Sif=o(g) etyg = o(h) alors f = o(h) (transitivité)

o

2. si fy = o(g1) et fo = o(g2), alors f1fo = o(g1g2) (produit autorisé)
o o o

3. si fi = o(g) et fo = o(g), alors fi + fa = o(g) (somme possible... ou presque)
x0 xo xo

1 1
4. si f = o(g) et que f et g ne s’annulent pas au voisinage de xg, alors — = o(?
g o
(inverse possible... en inversant les roles!)

> Preuve : Tout se démontre en faisant le quotient ou en jouant avec la définition. Par exemple

pour (3) :

i i = olg) et f2 = olg), alows fi(#) = 1(2)g(a) et fo(z) = e2()g(x) , done (fi + )() =

(e1(x) + e2(x)) g(x) avec e(x) — 0 en o, donc f1 + fo = o(g) q
=e(z) b

Remarque :

La somme est possible mais les fonctions doivent étre négligeables devant la méme fonction g!
Par exemple : z2 = o(e”) et In(z) = o(e"), donc z? + In(x) = o(e”)
(oe] oo o0

Si c’est pas devant la méme fonction g, on ne peut pas ajouter.

b) Combinaisons linéaires

Proposition 2

Soit A € R, f et g deux fonctions définies sur D, alors
1. si f =o0(g), alors si A # 0, f = o(\g)
2. si f =o(g), alors \f = o(g)

> Preuve :immeédiat avec la définition. N

2 2

: . x
Exemple : x = o(z), donc 222 = o(x), mais aussi x = 0(5)
Intérét : on peut se débarasser des constantes ou en ajouter si besoin (contrairement aux
équivalents....)

En généralisant et en utilisant les opérations élémentaires, on obtient :

Corollaire 1

Pour tout A\, € R, si fi = o(g) et fo = o(g), alors Af1 + pfa = o(g)
o To 0

Exemple : soit f(z) = 2%+ 101994 4 31n 2 + 722, Comme chaque terme est négligeable devant
e” en +00, on a directement f(x) = o(e”).
[e.e]



II Fonctions équivalentes

1) Définition
Définition 2

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D. On dit que f est équivalente a
g au voisinage de xg si et seulement si il existe une fonction U définie sur D telle que,
Vax € D, f(x) = U(x)g(x) avec li_>m U(x)=1.

T—x0

On note alors f ~ g, ou f(z) ~ g(x), ou encore f(x) ~ g(x)
x0 x0 Tr—TQ

Et on a également la caractérisation immeédiate suivante :

,OA noter : En pratique...
Soient f et g deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de xg. Alors f ~ g si et
o

f(z)

seulement si lim =1

v—wo g(z)

Exemple :
. sinx

lim
z—0 X

=1, donc sinz ~ x.
0

Remarque importante :
La seule fonction équivalente a 0 est donc la fonction nulle.
Je ne veux surtout pas vous voir écrire f ~ 0!!

2) Lien avec les fonctions négligeables :

Proposition 3

Soit f et g deux fonctions définies sur un ensemble D. Alors f >4 s f =9 + 0(9)

> Preuve

Par exemple :

e® —x = e 4 o(e"), donc e* —x ~ €.
+o0 +o0

3) Interprétation et lien avec les limites
a) Des fonctions "presque égales" :
Dire que f ~ g signifie que f(x) = u(z)g(x) avec u(z) qui tend vers 1 quand z tends vers xg.
o

Autrement dit, u(z) est "presque égal" a 1, donc f est presque égal a g...



Par exemple, on a vu que sin(x) v Graphiquement, cela se traduit par :

1.00 4 — sin(x)

0.75 4

0.50 4

0.25

000 =========——-————ee -—-=

—0.25 1

—0.50 1

=0.75

=1.00

De méme, on vient de voir que ¥ —x ~ €”. Quand on trace les deux fonctions, on voit :
—+00

— explx)
1759 — explx)x

150
125 4

100

754

50 4

b) Lien avec les limites :

Proposition 4

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un point zq et telles que f ~ g. Alors
0

lim f(z) existe si et seulement si lim g(z) existe et les limites sont alors égales.
T—T0 T—T0

> Preuve

Exemple :

On a vu que
e’ —x ~ €*
+00

Comme lim e* = 400, on a immédatement
T—+00

lim e — 2=+
T——+00



ADanger ! Méme limite ne veuz pas dire équivalents !
Etre équivalent veut dire bien plus que "méme limite". Par exemple les fonctions x — e*,
x +— x et x — In(z) ont toutes les trois pour limite +oco, mais ne sont pas du tout
équivalentes :

— exp(x)
—_— X

40

30

204

4) Equivalents usuels
a) Polynomes :

Proposition 5

n
Soit P(x) = Zakxk avec a, # 0, alors P(x) ~ apz" et P(z) ~ apz"
“+oo

k=0 -
Autrement dit, un polynéme est équivalent en 'infini a son terme de plus haut degré.

> Preuve

ADanger ! théoreme valable uniquement en +0o ou —oo.

Contre exemple en 0 : soit P(z) = 2% + 42 +
Alors P(z) = x(x?® 4 4z + 1) et donc en posant u(z) = > + 42 + 1 on a u(z) — 1 et
P(z) it

P(x)
-
équivalent a z°....
On pourrait en fait montrer qu’en 0, un polynoéme est équivalent a son monéme de plus

petit degré...

En revanche

4 1
=1+ — + —; tend quant a lui vers 400 si z — 0" : P(x) n’est pas
2z

b) A partir de la dérivation :

Nous avons rappelé dans la partie méthode élémentaire des limites usuelles issues des dérivées.
Si on rajoute a cette liste la fonction z — (1 4 x), on montre aisément que :

Proposition 6

1. sin(x) Y et tan(x) it
2. ln(l—i—:v)r(\)Jxete“T—lfaJx
3. Yo € R («a doit étre constante), (1 + x)* — 1 v az,

1
4. En particulier, v1+z — 1 ¥ 5%




c) Cas particulier : cos

On admet le résultat ci dessous, qu’on montrera plus facilement au second semestre :
Proposition 7

2

x
cos(x) —1 ~ —— et par substitution, si u est telle que lim u(x) =0,
z—=0 2 r—a

—(u(z))?
cos(u(x)) — 1 P

III Calcul avec des équivalents :

1) Propriétés algébriques :

Propriété 2

(i) si f ~ g, alors g ~ f (relation symétrique)
To o

(ii) si f ~ g et g ~ h, alors f ~ h (relation transitive)
o o o

> Preuve

Cela signifie qu’on va pouvoir faire des "enchainements" d’équivalents....

2) Opérations usuelles
a) Produit et quotient
E‘opriété 3
1. VA#0,s1 f > g, alors A f > Ag (produit par un scalaire autorisé)

2. si f1 ~ g1 et fo ~ go alors fifa ~ g1g2 (produit d’équivalents autorisé)
xg xo Zo

3. si f1 ~ g1 et fo ~ go, et fo ne s’annule pas au voisinage de xq, alors
xg o

h ~ 5 quotient d’équivalents autorisé
f
2 70 g2
1

En particulier si f ~ g, 7 ~ — (passage a 'inverse autorisé)
o o g

> Preuve : Tout se montre avec les définitions trés facilement. Par exemple pour le produit :



b) Rares compositions autorisées :
Propriété 4
1. Pour tout p € Z, si f ~ g, alors fP ~ ¢
o xg

(67

2. Pour tout o € R, avec f >0 et g >0, si f ~ g alors f¢ ~ g%,
xQ xo
f~ g, alors \/f ~ \/g.
o o

3. Si f ~ g alors |f| ~ |g| (passage a la valeur absolue autorisée)
o o

et en particulier si

> Preuve : Encore une fois, trés simple avec la définition... N

Exemple :
(25 + 2% + 32%)8
(26 + 4zt — a3 + 22)7°

Donner un équivalent en 400 de f(z) =

c) Ce qu’on n’a pas le droit de faire :

Presque tout le reste... En cas de doute, revenir a la définition ou faire le quotient : si ¢a tend
vers 1, c’est bon, sinon, c’est perdu.

En particulier :

ADanger ! Sommes d’équivalents interdites
Sauf exceptions, la somme d’équivalent n’est pas possible.
Si f1 ~ g1 et fa ~ g2, on n’a pas forcément f; + fo ~ g1 + g2.

Exemple :
Soit fi(x) =2” +2, fa(z) = 2® + @ et g(z) = —2”,

ADanger ! Compositions par une fonction interdites

Composer par des fonctions autres que celles proposées dans la partie 4c est interdit.

Ainsi, si f ~ g, on a pas forcément ho f ~ hog.
o o

Exemple :

. . 2 2
22 4+ z ~ 22, mais si on regarde e® T et €”, on a :



3) Substitution

Proposition 8

Soif u : D" — D une fonction avec lim u(t) = xo. Soient f et g telle que f(x) ~ g(z), alors
o

t—to
Flut)) o~ g(u(t)).
> Preuve :comme lim @ = 1, par composition de limite, comme lim u(t) = z, on a tout
T—x0 g(x) t—to

Lo flu)
de suite thj% () =

N

Exemple :
Donnez un équivalent de sin(e™*) :

De maniére générale, on peut retenir que :

Proposition 9

si u est une fonction telle que | lim (u(z)) =0}, on a :
T—T0

1. sin(u(x)) ~ u(z) et tan(u(z)) ~ u(z)

Zo zo

2. In(1 + u(z)) ~ u(x) et @ —1 ~ u(z)
ly) o

3. VaeR, (1+u(z)* -1~ au(x)

zo

1
4. en particulier, \/1 + u(x) — 1 ~ §u(x)
o
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